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Identificación de Parámetros cinemáticos de 
un brazo robot mediante el método “Circle 
Point”. Simulación y validación experimental 
 
Resumen 
1 Resumen del Proyecto 
 
Este proyecto tiene como objetivo la identificación de los parámetros cinemáticos de un brazo 
robot mediante el método de Circle Point, así como realizar un proceso de simulación que emule la 
adquisición de los puntos en el espacio (que definen la ubicación de cada articulación) que daría el 
método de Circle Point, y permita obtener las incertidumbres asociadas a los valores individuales de 
cada parámetro determinado por este procedimiento. 
 Para llevar a cabo este objetivo, se han seguido los siguientes pasos: 
1. Implementación en MATLAB del modelo del robot utilizando los modelos de Denavit-
Hartenberg y Hayati-Mirmirani. 
2. Implementación en MATLAB de un generador paramétrico de puntos de medida sintéticos 
(Simulador puntos Circle Point) que reproduzca el resultado de un procedimiento de medida 
según el método Circle Point. Este generador permite definir las coordenadas en las que se va 
colocando el reflector, ángulos girados por cada articulación, número de puntos capturados 
en cada giro, ruido de medida según la incertidumbre del equipo empleado, etc. Asimismo 
incluye una representación gráfica de resultados. 
3. Implementación en MATLAB del método Circle Point para la obtención de los parámetros 
cinemáticos del robot, a partir de datos sintéticos o datos reales. 
4. Validación del programa mediante datos simulados: de este modo es posible correlacionar los 
parámetros del robot empleados para generar los datos sintéticos con los parámetros 
obtenidos mediante el método implementado a partir de dichos puntos. Así mismo, se analiza 
la sensibilidad de los parámetros calculados a diversos parámetros del proceso de medición, 
como incertidumbre del equipo de medida, ángulo recorrido por cada articulación, sentido de 
giro o excentricidad en las articulaciones, de modo que sea posible establecer numéricamente 
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Existen numerosos métodos propuestos por diversos investigadores para abordar el problema 
de calibración de robots. Este problema, entendido de forma general, persigue la obtención de los 
parámetros del modelo cinemático del robot a partir de sus valores de diseño, de modo que el error de 
posicionamiento del robot sea lo menor posible. 
Una característica particular a la mayor parte de estos métodos es que abordan el problema 
desde un punto de vista matemático. Tras la captura de una serie de puntos medidos y nominales de la 
posición y orientación del robot, estos métodos obtienen un conjunto de parámetros que minimiza el 
error de posicionamiento en las posiciones capturadas, aunque no tiene en cuenta aspectos físicos del 
robot, de modo que el conjunto final de parámetros identificados no tiene por qué corresponderse con 
los parámetros físicos reales del brazo, aunque cumplen la función para la que han sido identificados. De 
esta forma, mientras un robot trabaje en la zona para la que se han capturado puntos para el 
procedimiento de identificación el error de posicionamiento se mantendrá presumiblemente por debajo 
de los errores máximos obtenidos en los puntos capturados, aunque el hecho de la no correspondencia 
con los parámetros reales, hace que este valor de error no sea extrapolable a zonas de trabajo fuera de 
los puntos capturados para optimización. Una de las aproximaciones más "físicas" que existen para 
identificar los parámetros del modelo es el método del Circle Point, en el que se determinan los sistemas 
de referencia ligados a las articulaciones a partir de mediciones realizadas en diversos tramos del robot 
girando alternativamente una articulación cada vez. 
En este trabajo se aborda la implementación del método para identificar los parámetros de un 
robot KUKA KR5 sixx, y su posterior validación experimental. Las tareas que se han previsto para llevar a 
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5 Identificación de los parámetros cinemáticos de un brazo robot 
mediante el método de Circle Point, simulación y validación 
experimental 
 
5.1 Modelo cinemático del robot basado en Denavit-Hartenberg 
 
Para la obtención de un modelo cinemático del robot inicial se ha elegido el modelo Denavit-
Hartenberg (1). Inicialmente desarrollado para representar ejes de máquinas, fue después extendido por 
Paul (2) para su aplicación en robots. El método D-H representa un conjunto de uniones mediante 
estructuras ubicadas en cada articulación, y representando la transformación de la articulación 
mediantes 4 parámetros, a saber dj, θj, ajk, αjk. Un gran número de documentación ha usado este modelo 
como base para la calibración de robots (3). 
Sin embargo, el modelo de Denavit-Hartenberg conduce a singularidades cuando dos 
articulaciones consecutivas son paralelas o casi paralelas (4). La singularidad se produce debido al hecho 
de que pequeñas variaciones entre el modelo nominal y real provocan variaciones muy grandes en los 
parámetros D-H obtenidos. Esto produce problemas relativos a estabilidad numérica cuando se está 
ejecutando la implementación de la identificación. 
Para resolver este problema se han realizado diversas aproximaciones (5). El modelo planteado 
por Hayati y Mirmirani (6) modifica el modelo de Denavit-Hartenberg, reemplazando un parámetro de 
distancia con un parámetro de ángulo, aunque este modelo así definido sólo es efectivo para 
articulaciones paralelas o casi paralelas, pero no para una representación genérica. El modelo realmente 
usado es un modelo híbrido, que usa el modelo Denavit-Hartenberg para articulaciones en general, y el 
modelo de representación Hayati-Mirmirani para articulaciones paralelas, el cual añadirá para el caso 
aquí expuesto el parámetro ángulo β2 en la articulación paralela o casi paralela (7)(8). La inclusión de 
este parámetro en la ecuación que da la transformación entre articulaciones adyacentes se puede ver 
en la Ecuación 8 (ver página 46). 
 El modelo cinemático se ha basado en un robot Kuka KR 5 sixx. Sus dimensiones y el propio 
robot se pueden ver en la Ilustración 1. 
Ilustración 1 - Dimensiones y detalle de robot Kuka KR 5 sixx 
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Aplicando el modelo Denavit-Hartenberg, modificado por Hayati-Mirmirani, se obtiene la tabla de 
parámetros cinemáticos, que permite conocer la relación entre las articulaciones del robot. 
Tabla 1 - Parámetros del modelo cinemático del robot Kuka 
 d θ a α β 
1 335 0 75 90  
2 0 0 270 0 0 
3 0 90 90 90  
4 295 0 0 90  
5 0 180 0 90  
6 80 0 0 0  
 
5.2 Método de Circle-Point 
 
La precisión de un brazo robot industrial típico puede ser mejorada mediante la calibración 
precisa o determinando los parámetros geométricos del sistema. La técnica de Círculo de Puntos es un 
modo de aproximación fácil y sencilla, la cual da una determinación precisa de los parámetros 
geométricos exactos del sistema de un brazo robot, en un sentido absoluto. Básicamente, cada una de 
las articulaciones de los ejes del sistema se localiza en el espacio para una única configuración. Cada par 
de líneas adyacentes en el espacio formado por los ejes es entonces analizado para determinar los 
parámetros para ese enlace. 
 El primer objetivo del método de medida mediante el análisis de Círculo de Puntos es ubicar 
cada uno de los ejes de articulación en el espacio. Hay que notar que la localización de una línea en el 
espacio requiere tanto la dirección de la línea como las coordenadas de un punto arbitrario en la línea. 
Una vez que cada línea es localizada en el espacio para la configuración final del robot, el análisis 
geométrico de las coordenadas de la línea da los parámetros calibrados geométricos requeridos. Las 
técnicas analíticas, así como el método completo Circle-Point (9), se muestran en profundidad en la 
sección Anexo I: Calibración de Parámetros Geométricos mediante el Análisis de Circle-Point (ver desde 
página 44). El procedimiento experimental básico consiste en los siguientes pasos: 
1. El robot se coloca en la configuración inicial, que se graba (como un conjunto de ángulos de las 
articulaciones). Un único punto objetivo P se adhiere al brazo, después del primer eje (no en la 
base), a una distancia perpendicular del eje igual a un radio de valor definido R1. Para el caso 
experimental, a realizar con un Láser Tracker, esto supondría colocar en el punto P la esfera de 
reflexión del haz del LT. 
2. El robot entonces se mueve alrededor de la primera articulación únicamente, parándose en un 
número de localizaciones discretas. La ubicación del objetivo (que traza un camino 
aproximadamente circular) se mide en cada posición en cualquier sistema de coordenadas 
elegido convenientemente. Para el ensayo experimental, esto será en coordenadas Láser 
Tracker. Esto crea un círculo aproximado de puntos de datos, lo que le da el nombre a esta 
técnica de Circle-Point. Los valores de desplazamiento de la articulación para el primer eje se 
graban para cada posición. La Ilustración 26 ilustra los puntos en el círculo de la articulación 1, 
para todo un sistema en completa revolución. Nótese que todas las articulaciones  excepto la 
primera permanecen fijas. Obviamente, cualquier robot calibrado mediante esta técnica deben 
ser capaces de un control de movimiento por articulación individual. 
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3. Los datos de puntos del círculo son entonces analizados para definir la ubicación del eje. 
Primero, los puntos del círculo se encajan en un plano que es el que mejor se aproxima, 
mediante una aproximación por mínimos cuadrados1, que consigue definir la ecuación del 
plano. La normal del plano resultante define la dirección del eje de la articulación, definida 
como . Los puntos entonces se proyectan sobre el plano, en dirección perpendicular al mismo. 
Los puntos proyectados se encajan, otra vez usando la solución de mínimos cuadrados, en la 
ecuación de un círculo en el plano. El centro de este círculo, que se denota como , representa 
un punto en el eje o línea definido por el eje de la articulación. 
4. El punto objetivo P se adhiere entonces al brazo en una posición después del segundo eje (es 
decir, en un punto afectado por el movimiento del eje 2), a una distancia perpendicular al eje 
aproximadamente igual al radio de valor R2. 
5. El robot se controla entonces para moverse alrededor del eje 2 solamente. Otra vez, el punto P 
traza un camino aproximadamente circular y se miden y graban los valores individuales de 
desplazamiento de las articulaciones. Nótese que la articulación 1 no se debe mover, ya que 
esto causaría el movimiento del eje 2. El objeto de este paso es localizar el eje 2 el cual por 
consiguiente permanece fijo. Los puntos del círculo son entonces analizados usando la misma 
técnica analítica que en el paso 3, que permite obtener la dirección  del eje y un punto  en 
el eje o línea. Los puntos del círculo para el eje 2 se muestran también en la figura. 
6. Un proceso idéntico se debe repetir para cada eje en el sistema. Hay que prestar un cuidado 
extremo en evitar mover cualquier eje que esté ubicado en la cadena de enlaces cinemática 
antes del eje que se está moviendo en cada momento. 
 
5.3 Implementación del método mediante MatLab 
 
 Para la ejecución del método, empezando por la parte que supone la realización de un 
simulador que emule la adquisición de puntos según el método de Circle-Point anteriormente descrito, 
se han desarrollado una serie de funciones en MatLab (10)(11), que implementan el algoritmo, tanto en 
su parte de simulación de adquisición de datos, como en la parte de cálculo de los vectores Sj y ajk de 
cada articulación, y posterior obtención de los parámetros del modelo del robot. 
 Primeramente se ha desarrollado el método Genera_Puntos_Circle_Point, el cual, considerando 
una serie de parámetros de entrada (como son posición inicial de los ejes, matriz de transformación del 
robot al equipo de medida, errores de giro en las articulaciones e incertidumbres en el equipo de 
medición a considerar, número de puntos a generar por articulación, ángulo a describir por cada 
articulación, etc.), entrega el conjunto de puntos por cada articulación obtenida. Es decir, este es el 
simulador del método Circle-Point. 
 A continuación, se tiene la función Coordenadas_Plucker_Ejes. Esta función, a partir de los 
puntos obtenidos del robot mediante la técnica del Circle-Point, o bien a partir de los puntos entregados 
por el simulador, calcula y devuelve las coordenadas Plücker (12), es decir los conjuntos (Sj, S0j) de cada 
articulación2, que son los vectores que identifican unívocamente la línea que define la articulación y un 
punto de origen arbitrario. 
                                                           
1
 Ver función ls3dcircle.m, que usa una aproximación por mínimos cuadrados, y algoritmo Gauss-Newton. 
2
 Para mayor aclaración, ver apartado 9.5 Análisis de Línea adyacente, en página 47. 
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 Una vez se tienen las coordenadas Plücker, es en la función Calcula_Parametros_KM donde se 
aplica exhaustivamente las indicaciones y cálculos algebraicos y vectoriales(13)(14) que marca el 
método Circle-Point, para conseguir calcular los parámetros del modelo del robot. Tanto en la 
explicación detallada de la función con su pseudo-código que hace referencia a las ecuaciones que se 
aplican (apartado 5.8, página 23), como en el apartado 9 - Anexo I: Calibración de Parámetros 
Geométricos mediante el Análisis de Circle-Point, se puede ver una explicación en detalle del método. 
 Por otra parte, mediante la función Montecarlo_Circle_Point se realizan la n iteraciones 
numéricas de cálculo de parámetros para este método, que llama a las tres funciones anteriormente 
citadas. Con ésta se obtiene un conjunto de parámetros, que se ha conseguido aplicando Montecarlo, 
según la incertidumbre del equipo de medición y errores de giro en cada una de las articulaciones. 
 Por último, la función Simulación_MCP se ha implementado para definir los parámetros de 
entrada, así como cada una de las simulaciones que se han determinado que se van a ejecutar. 
 
5.4 Mejoras de la técnica del Circle-Point 
 
 La técnica del Circle-Point, en esta aplicación, se ha optimizado de las siguientes formas: 
• Cálculo del parámetro de la primera articulación - d1: El método Circle-Point parte de un sistema 
de referencia arbitrario. Sin embargo, a efectos de conseguir un conjunto de parámetros 
coincidentes con la realidad se han incluido modificaciones en el método, que permiten calcular 
estos datos de forma precisa. Esto se consigue de la siguiente forma: 
o Primeramente, se tiene que conseguir la matriz de cambio del robot al equipo de 
medición. Esto se realiza llevando el robot a varios puntos, en áreas diferentes del 
volumen a cubrir por el robot, y obteniendo dichos puntos en coordenadas del robot y 
en coordenadas del equipo de medición. Con estos puntos, se consigue la matriz de 
cambio buscada3. 
o Después, la función Coordenadas_Plucker_Ejes devuelve el valor SR0, que es el sistema 
de referencia origen del robot, en coordenadas del equipo de medición. 
o  Con este valor, y comparando con el valor (0,0,0) en coordenadas robot, se calcula el 
parámetro d1, independientemente de la posición en la que se coloque el reflector. 
• Cálculo del parámetro de la primera articulación – θ1: Al igual que en el caso anterior, el método 
Circle-Point no define un sistema de referencia a partir del cual establecer los cálculos, por lo 
que no define como calcular este parámetro θ1. Además, el cálculo de θj se realiza según la 
Ecuación 6 y Ecuación 7, por lo que para θ1 no es posible realizarlo, al no disponerse del valor  
. Sin embargo, en efecto sí que se ha obtenido este vector, ya que se ha tomado como la 
componente del eje X del parámetro SR0 que devuelve la función Coordenadas_Plucker_Ejes, 
con lo que una vez se tiene este vector , ya que se puede calcular de forma exacta el valor 
del parámetro θ1. 
• Cálculo del parámetro del modelo Hayati – β2: Este parámetro se calcula como se explica en el 
apartado 9.6.3 Solución 3: Modelo cinemático de parámetro adicional4. Sin embargo, el cálculo 
                                                           
3
 Ver apartado 12 Anexo IV: Cálculo de la Matriz de Transferencia del sistema de referencia del robot al Láser 
Tracker, en página 74. 
4
 Ver página 64. 
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se basa en el cálculo del coseno de 	
5 , el cual sólo permite obtener ángulos en el intervalo [0,  
180]. El cálculo del seno de 	
 no se puede realizar, al desconocerse el vector  6. Para evitar 
esta dificultad, se calcula el seno de 	
 de la siguiente forma: 
 sin 	
 = cos   = cos 
 =  ·  Ecuación 1 
   
Que en la función se denomina cos_skajk. Es decir, la proyección de  sobre   es el valor 
seno buscado. Por tanto, a partir de este valor, se calcula fácilmente 	
: 
 	
 = 2(cos 
 , cos 	
) Ecuación 2 
 
Con lo que se obtiene un ángulo en el intervalo [-180, +180]. 
• Cálculo de los ángulos α, β, θ: Los ángulos se han calculado con la función atan2, que permite 
devolver valores en un intervalo entre [-180,+180]. Sin embargo, para valores de ángulos muy 
próximos a ±180° este resultado genera unos resultados con una gran variabilidad, al obtener, 
con muy poca variación de los errores generados por Montecarlo, valores de +180,001° ó -
180,001°. Por esto, también se introduce una verificación en el algoritmo, de forma que para 
ángulos cercanos a ±180°, el intervalo devuelto por atan2 se convierte a un intervalo [0, +360]. 
• Verificación del sentido de los vectores Sj: En las funciones implementadas se ha asegurado que 
las direcciones de los vectores Sj obtenidos son coincidentes con las direcciones definidas por el 
modelo DH-Hayati nominal implementado en el robot. En caso de que no coincida, se ajusta 
para que coincida con las direcciones de dicho modelo. 
 
5.5 Resumen de funciones MatLab 
 
Para realizar tanto la identificación de parámetros cinemáticos del brazo robot, como la simulación 
de la toma de puntos, se han usado diversas funciones de MatLab. Un compendio de estas funciones 
con una breve explicación de cada una se detalla a continuación: 
- Genera_puntos_circle_point: Genera los puntos que simulan la toma de puntos por cada 
articulación según el método Circle Point. 
- Coordenadas_Plucker_Ejes: Esta función ccalcula las coordenadas Plucker correspondientes a 
los 6 ejes del robot con los datos de entrada obtenidos de una Generación de Puntos completa 
del robot según el método del Circle-Point, o a partir de los datos reales. 
- Calcula_Parametros_KM: Esta función realiza el cálculo de los parámetros reales del modelo del 
robot, a partir principalmente de la información entregada con las coordenadas Plücker para 
cada articulación, que definen los ejes de cada una de ellas. Esta función, aplicando la 
metodología definida según el método del Circle Point, identifica los parámetros del modelo, y 
devuelve estos parámetros en la variable de salida P. 
- fRobotMKR5sixxDHHpar: Devuelve las 6 matrices de cambio de coordenadas de una 
articulación a otra, según el modelo Denavit-Hartenberg, modificado con el 5º parámetro por 
Hayati-Mirmirani, más la matriz de cambio general (M0A6). 
                                                           
5
 Ver Ecuación 80 y Ecuación 82. 
6
 Ver Ecuación 81. 
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- Pinta_SR: Pinta un Sistema de Referencia XYZ, de la articulación i, en el punto ri(i), con una 
matriz de giro y traslación M desde el origen al punto. 
 
Además, se han utilizado otras funciones de ayuda en MatLab: 
- arrow3D: Permite representar una flecha 3D, desde una posición XYZ, con un delta dX,dY,dZ. 
Esta función también usa la siguiente función rotatePoints. 
- lsplane: Devuelve el plano que mejor ajusta a la matriz de puntos entregada. Para una 
sentencia del tipo: 
[x0, Eje, dist, normd] = lsplane(PtosEje(:,1:3)); 
 
Se pasan los puntos en la variable PtosEje (matriz de n filas, por 3 columnas XYZ), y devuelve x0, 
como centroide de los puntos (matriz 1x3 – datos XYZ), Eje, como valor de los cosenos 
directores que definen la dirección del plano (matriz 1x3). 
- ls3dcircle: Devuelve el círculo 3D que mejor ajusta a la matriz de puntos entregada. Para una 
sentencia del tipo: 
[x0n, an, rn, dc, e, f, sigmah, conv, Vx0n, Van, urn, GNlog, a, R0, R] 
= ls3dcircle(PtosEje(:,1:3), x0, Eje, r0(i), 1e-6, 1e-6); 
 
Se pasa la matriz de puntos en la variable PtosEje (matriz de n filas, por columnas XYZ), x0 es el 
centro del círculo estimado (matriz 3x1), Eje es la normal al plano estimada (matriz 3x1), y r0(i) 
es el radio estimado. Esta función devuelve en x0n el centro del círculo estimado (matriz 3x1), 
en an la dirección normal al plano (matriz 3x1), en rn el radio del círculo estimado (matriz 3x1), 
en dc el vector de distancias de los puntos al círculo (matriz mx1), en e el vector de distancias 
de los puntos al plano que contiene el círculo (matriz mx1), en f el vector de distancias de los 
puntos al cilindro que contiene el círculo. Esta función también se sirve de las siguientes 
funciones para realizar los cálculos necesarios: nlss11, gncc2, fg3dcircle, rot3z, gr, fgrrot3, 
frrot3, drrot3. 
- subplot_title: Muestra un título interno en una figura subplot. 
 
5.6 Función Genera_Puntos_Circle_Point: Simulación de toma de puntos 
siguiendo el método Circle Point 
 
Esta función genera los puntos que simulan la toma de puntos, para cada articulación, según el 
método Circle-Point. 
Esta función tiene la siguiente línea de llamada: 
- Función: [Ptos_Circle_Point, Ptos_Original, Randomnoise] = 
Genera_puntos_circle_point (Initpos, SRLT, Preflector, Angcir, Nptos, 
Ruidomed, Err, Param5, ShowFigure) 
- Parámetros de entrada: 
0. Initpos: Posición inicial del robot a partir de la cual se generarán los círculos. Vector 1x6 
con los ángulos de las articulaciones. 
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1. SRLT: Matriz de transformación que pasa puntos del SR (Sistema de Referencia) global 
del robot al SR de medición del LT (Láser Tracker). Los puntos generados estarán 
expresados en el SR del LT. 
2. Preflector: Matriz 6x3 con las coordenadas X Y Z de la posición del reflector del LT (en 
posición  inicial) expresadas en el SR de la articulación que gira (fijo) para todas las 
articulaciones:[X1 Y1 Z1; X2 Y2 Z2;...;X6 Y6 Z6]  
3. Angcir: Vector 1x6 con el ángulo de giro que cubrirá cada articulación en el ensayo. 
 
 
Ilustración 2 - Gráfica puntos según ángulo 
 
4. Nptos: Vector 1x6 con el número de puntos que se generarán en cada círculo. 
 
 
Ilustración 3 – Gráfica puntos según Nptos 
 
5. Ruidomed: Desviación estándar de la distribución normal con la que se generará 
aleatoriamente ruido normal debido al instrumento de medida, centrado en el valor 
nominal en cada coordenada. Consideraremos con carácter general un valor de 
desviación tal que 2σ sea aproximadamente el 95% del error máximo del instrumento 
de medida (LT, Estación total, Indoor GPS, etc.). Cero si no se desea ruido. Este 
parámetro viene expresado en milímetros. Vector 1x2, que significa: Ruido = A + B*L, 
siendo A el primer valor, en micrómetros, y B en μm/m. 
6. Err: Matriz 6x20 con los errores de giro a inducir en cada una de las articulaciones. Cada 
fila tiene estas componentes: [dx dy dz Ex Ey T1 T2 T3 T4 T5 fi1 fi2 fi3 fi4 fi5 R1 R2 R3 R4 
R5]. Son los términos correspondientes al modelado de errores en ejes giratorios 
(matriz Slocum). En ellos, dx, dy, dz son los deltas en cada uno de los ejes para la 
traslación respecto al sistema de referencia fijo y Ex, Ey son giros entorno a X e Y del 
sistema fijo. Ez no se considera porque la rotación es entorno a Z. Todos los errores se 
van a generar dependientes del valor del ángulo de giro de la articulación en cada 
momento, por lo que lo que se introducirá en esta matriz serán las amplitudes máximas 
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de estos errores. Su valor final se modelará como: $ = % · sin &2' ()  · * + ,-, 
por tanto, dependiente del valor de giro en cada momento, siendo: 
 A: el valor introducido en los términos de error (amplitud). En la matriz 
milímetros para desplazamientos y grados para giros. Si no se desean errores 
los 5 primeros términos igual a 0. 
 T: Periodo de la oscilación, en radianes (normalmente consideraremos 2π). En 
la matriz se especifica uno para cada error. 
 θ (thita): Será el valor de giro de la articulación en cada momento 
 ϕ (fi): fase (en radianes), una para cada error en la matriz. (normalmente 
consideraremos 0). 
Modelando este error en función de thita, en cada posición de giro de una articulación, 
su SR estará en una posición distinta para cada thita. Se obtendrá la matriz de este 
sistema al SR nominal de la articulación para cada ángulo. Los parámetros R1 a R5 son 
desviaciones estándar de la distribución normal con la que se generará aleatoriamente 
ruido normal al valor de cada error. Se pondrá 0 si no se desea generar ruido. 
7. Param5: Vector con los parámetros DH del robot 
8. ShowFigure: Variable lógica, que indica si se deben mostrar los gráficos o no. 
- Parámetros de salida: 
o Ptos_Circle_Point: Contiene los puntos generados contemplando defectos y ruido. 
Vector de 9 elementos por fila, de los que 3 son XYZ del punto, y los otros 6 la posición 
de los ángulos de cada articulación. 
o Ptos_Original: Contiene la trayectoria nominal sin considerar defectos ni ruido. 
Estructura como la del parámetro anterior. 
o Randomnoise: Vector 6x3xn con valores aleatorios sumados a cada coordenada dentro 
del intervalo especificado en Ruidomed. 
 
 
El pseudo-código de esta función es el siguiente: 
 
Inicializa variables 
Para cada articulación i desde 1 a 6 
 Calcula incremento del ángulo para generar el círculo 
 Para cada punto j espaciado un ángulo IncAng 
  Calcula los errores, según la matriz de errores Err (parámetro entrada) 
  Calcula la matriz de giro GZ para ese punto incluyendo los errores  Ver Ecuación 93 
  Calcula el punto del círculo con errores 
  Calcula la matriz de cambio M desde el origen del robot a la articulación actual 
  Cambia el punto según matriz de cambio M y según matriz de cambio SRLT 
  Añade ruido aleatorio debido al instrumento de medida 
  Guarda ruido en Randomnoise 
  Guarda el punto con/sin ruido debido al instrumento de medida 
 Fin Para 
 
 Guarda puntos del círculo de la articulación actual 
 Guarda la matriz de error GZi de la articulación actual i, según última/actual posición 
Fin Para 
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5.7 Función Coordenadas_Plucker_Ejes: Calcula las coordenadas Plücker 
 
Esta función calcula las coordenadas Plücker correspondientes a los 6 ejes del robot, bien sea con 
los datos de entrada obtenidos de una Generación de Puntos completa del robot según el método del 
Circle Point, o bien sea con los datos de las lecturas tomadas con un instrumento de medición (por 
ejemplo, un Láser Tracker) de los puntos de cada articulación del robot. En las simulaciones se utilizará 
esta función, que permite detectar automáticamente si las normales obtenidas están o no en la misma 
dirección que los ejes Z del robot. Si no lo están se cambia su sentido automáticamente. Con datos 
reales, se necesita suministrar a esta función la matriz de transformación que pasa del SRLT (Sistema de 
Referencia del Láser Tracker) al SRR (Sistema de Referencia del Robot). 
Esta función tiene la siguiente línea de llamada: 
- Función: [Plucker, P_Circulos, SR0, Distcirculo, Distplano, Distcilindro, 
sigmaPlano, sigmaCirculo, sigmaCilindro, Angfin]=     
Coordenadas_Plucker_Ejes(Ptos_Circle_Point, Nptos, r0, Param5, 
ShPoints, ShBestfitCircles, ShNormals, ShrefS, ShEx, SRLT) 
 
- Parámetros de entrada: 
1. Ptos_Circle_Point: Matriz 6x1000x9 con los puntos de los círculos medidos en SRLT. 
2. Nptos: Vector 1x6 con el número de puntos de cada círculo. 
3. r0: Vector 1x6 con los estimadores de los radios de los círculos descritos por el reflector en 
cada articulación. 
4. Param5: Parámetros del robot, según el método Denavit-Hartenberg, con la mejora del 
parámetro adicional por el método Hayati-Mirmirani. 
5. ShPoints, ShBestfitCircles, ShNormals, ShrefS, ShEx: Indican si se representarán en el 
resultado gráfico los puntos, círculos aproximados, normales a los planos, sistemas de 
referencia del robot y gráficas de excentricidad. Son parámetros booleanos, que pueden ser: 
true ó false. 
6. SRLT: Matriz de transformación que pasa puntos del SR global del robot al SR de medición 
del LT, utilizada en la generación de puntos o en la lectura real de los mismos. Los puntos 
estarán expresados en el SR del LT. 
- Parámetros de salida: 
1. Plucker: Matriz 6x6 que contiene por filas las coordenadas Plucker de los ejes del robot 
obtenidas mediante el método Circle Point. 
2. P_Circulos: Matriz 6x7 que contiene por filas Centro, radio y normal del círculo ajustado en 
cada eje. 
3. SR0: Devuelve la matriz de cambio del Sistema de Referencia 0, es decir, del origen de 
coordenadas del robot. Contiene los vectores de cambio del eje X,Y,Z, por columnas. (eje 
X=columna 1, etc). Matriz 4x4. 
4. Distcirculo: Vector 6x1000 que contiene por filas las distancias de los puntos al círculo de 
ajuste en cada eje. 
5. Distplano: Vector 6x1000 que contiene por filas las distancias de los puntos al plano de 
ajuste en cada eje. 
6. Distcilindro: Vector 6x1000 que contiene por filas las distancias de los puntos al cilindro que 
contiene al círculo de ajuste en cada eje. 
7. SigmaPlano: Vector 1x6 con las desviaciones estándar de la distribución de distancias al 
plano para los 6 ejes. 
8. SigmaCirculo: Vector 1x6 con las desviaciones estándar de la distribución de distancias al 
círculo para los 6 ejes. 
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9. SigmaCilindro: Vector 1x6 con las desviaciones estándar de la distribución de distancias al 
cilindro para los 6 ejes. 
 
El pseudo-código de esta función es el siguiente: 
 
Inicializa variables 
Para cada articulación i desde 1 a 6 
 Obtiene el plano y círculo que mejor se ajusta a los puntos 
 Guarda los valores obtenidos (Si, ri, rni, P_Circulos, distancias, sigmas) 
Fin para 
Comprueba si normal eje Z calculado (Si) coincide con normal SRLT 
Si normal es diferente  entonces cambia sentido a Si 
Guarda coordenadas Plücker y S0i 
 
Si tiene que mostrar alguna gráfica 
Para cada articulación i desde 1 a 6 
 Si ShPoints  muestra los puntos del círculo y el número de articulación 
 Proyecta el punto 1 del círculo en el plano XY de la articulación 
 Para cada punto m desde 1 hasta Nptos(i) 
  Obtiene PProy = proyección del punto sobre el plano normal a Si 
  Calcula distancia axial (excentricidad) del punto al plano – punto proyectado 
  Calcula distancia radial (excentricidad) del punto proyectado a la circunferencia 
 Fin Para 
 Si ShEx  Muestra gráfico excentricidad, y las excentricidades radial y axial calculadas 
 Si (ShBestfitCircles OR ShrefS)  entonces 
  Calcula los puntos del círculo ajustado XYZ con el radio obtenido 
  Calcula la matriz de giro MG del SR_articulación al SRLT 
  Gira los puntos XYZ que forman el círculo con esta matriz MG 
 Si ShBestfitCircles  representa el círculo 
 Si ShNormals  Representa las normales con dirección 
 Si (ShrefS y es articulación 1)  Pinta los sistemas de referencia, guarda SR0 
Fin para 
Y si no tiene que mostrar ninguna gráfica 
 Calcula SR0 
Fin Si 
Si ShrefS  Muestra la imagen de los ejes del robot 
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Ilustración 4 - Representación ejes y puntos según Coordenadas Plucker 
 
 
Ilustración 5 - Excentricidad Axial 
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Ilustración 6 - Excentricidad Radial 
 
5.8 Función Calcula_Parámetros_KM: Cálculo de los parámetros DH a partir 
de los datos tomados con método Circle Point 
 
Esta función realiza el cálculo de los parámetros reales del modelo del robot, a partir 
principalmente de la información entregada con las coordenadas Plücker para cada articulación, que 
definen los ejes de cada una de ellas. Esta función, aplicando la metodología definida según el método 
del Circle-Point, identifica los parámetros del modelo, y devuelve estos parámetros en la variable de 
salida P. 
 
- Función: function P= Calcula_Parametros_KM (Puckler, P_Circulos, Param5, 
Angfin, CheckX, SRLT, SR0, ShowFigure) 
- Parámetros de entrada: 
1. Plucker: Matriz 6x6 que contiene por filas las coordenadas Plücker (Sj, S0j) de los ejes 
del robot, obtenidas según el método Circle Point. 
2. P_Circulos: Resultado del ajuste de los círculos de puntos, tal y como lo da la función 
Coordenadas_Plucker_Ejes. 
3. Param5: Parámetros nominales del modelo del robot, según modelo Denavit-
Hartenberg, modificado según Hayati-Mirmirani. Matriz 1x30, con el formato [d1..d6 
tita1..6 a1..6 alfa1..6 beta1..6], para cada articulación. 
4. Angfin: Ángulo de giro que indica el robot en la última posición de captura de datos. 
Vector 1x6. 
5. CheckX: Comprueba que la dirección de los vectores ajk coincide con el eje X nominal 
de la siguiente articulación. Variable booleana (true o false). 
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6. SRLT: Matriz de transformación que pasa puntos del SR global del robot al SR de 
medición del LT utilizada en la generación de puntos. Los puntos generados estarán 
expresados en el SR del LT. 
7. SR0: Matriz de cambio del Sistema de Referencia 0, es decir, del origen de coordenadas 
del robot. Contiene los vectores de cambio del eje X,Y,Z, por columnas. (eje X=columna 
1, etc). Matriz 4x4. 
8. ShowFigure: Variable lógica, que indica si se deben mostrar los gráficos o no. 
 
- Parámetros de salida: 
1. P: Parámetros reales del modelo del robot, en el formato P=[dj titaj ajk alfajk 
beta_jk]. Matriz 1 x 30. 
 
El pseudo-código de esta función es el siguiente: 
 
Para cada articulación j desde 1 a 5 
Toma Sj, S0j, Sk, S0k de las coordenadas Plücker, cos(alfa_jk), calcula matriz M, Mant 
 cos(alfajk)=Sj·Sk 
 
 Si cos(alfajk)=+1 ó -1 
  //EJES PARALELOS 
  a_jk=Sj·(cos(alfa_jk)*S0k – S0j)   Ver Ecuación 85 
  alfa_jk=arc cos(Sj·Sk)    Ver Ecuación 86 
 Fin si 
 Si cos(alfajk)≈-1 ó +1 
  //EJES CASI PARALELOS: Se soluciona según Solución 3 del método Circle Point. 
  Obtener puntos de intersección Pn y Pp 
  Pn = Pp_prev + dj*Sj    Ver Ecuación 63 
  Pp = (Sj x S0k + (Pn · Sj)*Sk) / (Sj · Sk)  Ver Ecuación 67 
  Skp=Sk – (Sk·ajk)*ajk    Ver Ecuación 79 
  cos 	
 = ./1 − ( · 234)5   Ver Ecuación 82 
  Cos(alfa_p_jk)=(Skp / |Skp|) · Sj  Ver Ecuación 83 
  Sen(alfa_p_jk)=((Sj x Skp)/ |Skp| )· ajk  Ver Ecuación 84 
  alfa_jk= arc tan(sen(alfa_p_jk)/cos(alfa_p_jk)) 
 y si no 
  //EJES NO PARALELOS – Hay que calcular el momento mutuo 
  MM=Sj · S0k + Sk · S0j    Ver Ecuación 26 
  Si MM=0 
   // MM=0  Las líneas se cortan => Pn=Pp 
   A_jk=0 
   A_jk_v=(Sj x Sk)/ |Sj x Sk|  VerEcuación 30 
   Pn=Pp=(S0j x S0k) / (Sk · S0j)  Ver Ecuación 48 
   Sen(alfa_jk)=| Sj x Sk |   Ver Ecuación 17 
   alfa_jk= arc tan(sen(alfa_p_jk)/cos(alfa_p_jk)) 
  y si no 
   // MM<>0  Las líneas son oblicuas 
   A_jk_v=-signo(MM) * ((Sj x Sk)/ |Sj x Sk|)  Ver Ecuación 31 
   Si CheckX=1 
    //Comprueba que la dirección de  
// coincide con la dirección del eje X nominal del modelo 
    Calcula matrices giro del modelo 
    Cos(ang)=Mx ·  
    Ajk_signo=positivo 
Si (cos(ang)<0)  entonces 
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     Cambia sentido ajk_v, cambia sentido MM, cambia ajk_signo 
    Fin si 
   Fin si 
   Pn= (((ajk x Sk) x S0j) – (S0k · ajk)*Sj) / ((ajk x Sk) · Sj)  Ver Ecuación 39 
   Pp= (((ajk x Sj) x S0k) – (S0j · ajk)*Sk) / ((ajk x Sj) · Sk)  Ver Ecuación 40 
   Ajk=|Pp – Pn|* ajk_signo    Ver Ecuación 27 
   Sen(alfa_jk)= ajk · (Sj x Sk)    Ver Ecuación 17Ecuación 17 
   alfa_jk= arc tan(sen(alfa_p_jk)/cos(alfa_p_jk)) 
  Fin si 
 Fin si 
 
 Si j=1 
  // Para la primera articulación el cálculo es algo distinto 
  dj(1)=Distancia euclídea desde Pn(1) hasta Origen_robot 
  Si ShowFigure  muestra los vectores ajkprev, ajkactual, Sj, (ajkprev x ajkact) 
  Calcula thita(1) con respecto al eje X (1 0 0) del SR0 
 Y si no 
  // Para el resto de articulaciones 
  dj(j)=Distancia euclídea desde Pn(j) hasta Pp(j-1)  Ver Ecuación 91 
  Si ShowFigure  muestra los vectores ajkprev, ajkactual, Sj, (ajkprev x ajkact) 
  Calcula thita(j)       Ver Ecuación 6 y Ecuación 7 
 Fin si 
 Ajusta el ángulo ajk, para que coincida con el ángulo del eje Xi – matriz M 
Fin para (cada articulación j desde 1 a 5) 
Ajusta ángulo thita según los ángulos finales Angfin que se tienen 
Asigna parámetros al último sistema de referencia (j=6) 
Devuelve dato de salida P 
 
 La siguiente gráfica muestra las direcciones de los vectores ajk y Sj obtenidos. 
 
 
Ilustración 7 - Vectores ajk, ajk_prev, Sj, producto vectorial ajk x ajk_prev 
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5.9 Función: Montecarlo Circle-Point 
 
Esta función realiza n simulaciones numéricas del cálculo de los parámetros, mediante el método 
de Circle-Point, llamando a las funciones anteriormente vistas. En la salida obtiene la media y desviación 
estándar de los valores de cada parámetro, obteniendo por tanto el valor medio y la incertidumbre en la 
obtención de cada parámetro cinemático del modelo. 
- Función: function [Pmed,uPmed,I_inf,I_sup, maxmed, minmed, DifP, 
CP_Param, timefunc] = Montecarlo_Circle_Point(n, Measunc, Initpos, 
SRLT, Preflector, Angcir, Nptos, Err, Param5, r0, IntCov) 
 
- Parámetros de entrada: 
1. n: Número de iteraciones. 
2. MeasUnc: Vector 1x2 con la Incertidumbre de medida nominal del equipo con el que se 
han capturado los puntos. Por ejemplo: para un Láser Tracker de incertidumbre 5μm + 
0.3μm/m, este parámetro sería: Measunc=[5 , 0.3]. 
3. IntCov: Porcentaje de datos para el intervalo de cobertura. Por ejemplo, 95%. 
El resto de parámetros se han explicado en las anteriores funciones. 
 
- Parámetros de salida: 
1. Pmed: Valor medio del vector de parámetros. Matriz 1 x 30. 
2. uPmed: Desviación estándar (incertidumbre típica) de cada parámetro 1x30. 
3. I_inf, I_sup: Vectores con los intervalos de confianza de cada parámetro. Vectores 
1x30. 
4. Maxmed, minmed: Valores máximos y mínimos de los parámetros obtenidos. Vector 
1x30. 
5. DifP: Error en la determinación de cada parámetro (medio – nominal). Vector 1x30. 
6. CP_Param: Matriz de parámetros obtenida. Matriz n x 30. 
7. Timefunc: Tiempo que ha necesitado la función en ejecutarse. 
 
 
El pseudo-código de esta función es el siguiente: 
 
Inicializa variables 
Para cada iteración n 
Genera puntos Circle-Point 
 Calcula Coordenadas_Plucker_Ejes_SIM 
 Calcula_Parámetros_KM 
 Guarda datos de parámetros 
Fin Para 
Obtiene datos de valor medio, incertidumbre, límite inferior y superior, valor máximo y mínimo 
Guarda datos de salida 
Muestra en pantalla datos de histograma de los parámetros D-H  d, θ, a, α, β 
Muestra tabla de datos resumen 
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5.10 Generación de un conjunto de puntos con el Simulador 
 
 Mediante el simulador se consigue generar un conjunto de puntos, que sería equivalente a los 
que obtendríamos en caso de realizar el mismo proceso con un sistema robot – equipo de medición. Por 
tanto, se ejecuta la instrucción: 
>> [Ptos_Circle_Point, Ptos_Original]=Genera_puntos_circle_point(Initpos, SRLT, Preflector, Angcir, 
Nptos, Ruidomed, Err, Param5); 
Teniendo que las variables introducidas las siguientes: 
Tabla 2 - Asignación de valores a las variables para la generación de puntos 
 
Obtenemos el siguiente conjunto de puntos: 
 
Ilustración 8 - Puntos obtenidos 
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5.11 Validación de las funciones realizadas 
 
 Se han ejecutado las tres funciones desarrolladas, empezando 
por el simulador, para comprobar la validez de las mismas. Se ha 
ejecutado sin considerar ruido ni posibles errores. El sistema de 
referencia del equipo de medición (SRLT) se considera en la base del 
robot (matriz identidad). 
>> shfig=true; Ruidomed=[0  0] 
>> [Ptos_Circle_Point, Ptos_Original] = 
Genera_puntos_circle_point(Initpos, SRLT, Preflector, Angcir, Nptos, 
Ruidomed, Err, Param5, shfig); 
 
 A continuación se ha ejecutado la función 
Coordenadas_Plucker_Ejes, para obtener los datos de 
coordenadas Plücker. 
>> [Plucker, P_Circulos, SR0, Distcirculo, Distplano, Distcilindro, 
sigmaPlano, sigmaCirculo, sigmaCilindro, Angfin] = 
Coordenadas_Plucker_Ejes(Ptos_Circle_Point, Nptos, r0, Param5, 





Ilustración 11 - Excentricidad obtenida sin ruido 
 
 Por último, se ha ejecutado la función Calcula_Parametros_KM, para obtener los parámetros 
(30) del modelo, según los cálculos realizados. 
>> P=Calcula_Parametros_KM(Puckler,P_Circulos,Param5, Angfin, CheckX, SRLT, SR0, shfig) 
Ilustración 9 - Generación puntos 
Ilustración 10 - Cálculo coordenadas Plücker 
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Ilustración 12 - Vectores ajk, ajk_prev, Sj, producto vectorial ajk x ajk_prev 
 Los parámetros obtenidos con esta función son los siguientes: 
Tabla 3 - Parámetros D-H obtenidos en validación 
 d θ a α β 
1 335 -7,11*10-15 75 90 0 
2 0 4,26*10-14 270 3,38*10-15 4, 83*10-16 
3 2,01*10-14 90 90 90 0 
4 295 -7,11*10-15 0 90 0 
5 -9,80*10-13 180 0 90 0 
6 80 0 0 0 0 
 
 Estos parámetros son muy similares a los calculados teóricamente, según el modelo Denavit- 
Hartenberg (ver Tabla 1 - Parámetros del modelo cinemático del robot Kuka, página 13). 
 
5.12 Validación de la función de cálculo de los parámetros del modelo con 
Montecarlo, sin ruido ni errores 
 
Se ha realizado la validación de esta función, igual que en el caso anterior, ejecutándose sin tener 
en cuenta ruido ni errores (todo cero). El sistema de referencia del equipo de medición (SRLT) se ha 
considerado en la base del robot (matriz identidad). Para esta validación se ha considerado realizar un 
cálculo de 10.000 iteraciones. 
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Tabla 4- Datos obtenidos sin ruidos ni errores 
 
 
5.13 Validación de la función de cálculo de los parámetros del modelo con 
Montecarlo, incluyendo ruido 
Se ha realizado esta simulación de forma similar al caso anterior, ejecutándose incluyéndose ruido 
debido al equipo de medición, pero no errores (todo cero). El ruido considerado es 5µm+0.3µm/m. El 
sistema de referencia del equipo de medición (SRLT) se ha tomado en la base del robot (matriz 
identidad). Esta validación se ha determinado que se realice con un cálculo de 10.000 iteraciones. 
Tabla 5 - Datos obtenidos del modelo incluyendo ruido 
 
 
Ilustración 13  - Gráfica datos obtenidos incluyendo ruido 
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6 Simulaciones realizadas y resultados obtenidos 
 
Se han realizado un conjunto de simulaciones, con el objetivo de verificar los valores medios y las 
incertidumbres de medición obtenidas en las diferentes condiciones consideradas a continuación: 
1. Se ha determinado primeramente el uso de diferentes equipos de medición (ver los 5 equipos de 
medición mostrados en la Tabla 13 - Incertidumbre de equipos de medición, en página 153). 
2. Con un equipo de medición definido (p.ej., Láser Tracker), se ha tomado una articulación y se ha 
analizado la influencia de la variación del ángulo cubierto en la incertidumbre obtenida. Para esta 
simulación se han tomado los ángulos de 15°, 40°, 90° y 180°. 
3. Con el mismo equipo de medición tomado anteriormente, se ha modificado la posición del reflector 
(variable Preflector), en una articulación (p.ej., la articulación 3), fijando 3 valores diferentes, y se ha 
comprobado su influencia en la incertidumbre obtenida. 
4. Para el mismo caso de equipo de medición, se ha variado el número de puntos considerados (10, 40, 
100). 
5. Para el mismo caso de equipo de medición, se ha cambiado la matriz de cambio del robot al Láser 
Tracker, considerando 3 valores diferentes (ver los desplazamientos tomados y las matrices 
calculadas en el apartado 15.2 Cálculo de las diferentes matrices de transformación para la 
simulación, página 82). 
6. Asimismo, se han realizado dos conjuntos de simulaciones más: 
6.1. Para un ordenador PC i7 64 bits, con 4Gb de RAM, S.O. Windows 7, se ha tomado un tipo de 
simulación, y se ha variado el número de iteraciones, para comparar tiempo de ejecución, 
incertidumbre y exactitud de cálculo obtenida. 
6.2. Se ha hecho el mismo tipo de variación de número de iteraciones, en este caso para un PC 
portátil, con S.O. Windows XP SP2, y 2Gb RAM, tomando un tipo de simulación definido. 
Las variables iniciales  con las que se han llevado a cabo estas simulaciones se muestran en el 
capítulo 13. Asimismo, se ha creado la función Simulacion_MCP, para poder ejecutar cada una de las 
simulaciones aquí propuestas de forma rápida. 
 Para realizar una comparación adecuada entre simulaciones se calcula la exactitud de los datos 
obtenidos en la simulación con el parámetro CpK (15), que nos permite combinar en un parámetro la 
calidad de la media y de la incertidumbre obtenida. Este parámetro se calcula según la fórmula: 
 678 =  min:;<=>? − @̅, @̅ − :;<B2C3E  
Ecuación 3 
tomándose como valores medios, los parámetros teóricos del modelo, y como límites superior e inferior 
se toma 0,1mm. Aunque este parámetro se usa para verificar la estabilidad de un proceso productivo, 
en este caso nos sirve al poder combinar en uno solo los dos parámetros de media e incertidumbre que 
nos interesan, y así poder representar en una sola gráfica el parámetro resultante, obteniendo un valor 
equiparable entre los distintos parámetros, y entre las simulaciones consideradas. 
 El detalle de datos obtenidos en las simulaciones se puede ver en el Anexo VIII: Resultados en 
detalle de las simulaciones, en página 84. 
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6.1 Análisis de la influencia del uso de diferentes equipos de medición 
 
Se considera en este análisis el uso de diferentes equipos de medición (ver los 5 equipos de 
medición mostrados en la Tabla 13 - Incertidumbre de equipos de medición, en página 153). 
 
Ilustración 14 - CpK vs diferentes equipos de medición 
 
Ilustración 15 - (Media - Nominal) vs diferentes equipos de medición 
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Sim11 CpK - LT Faro ION
Sim12 CpK - LT Leica AT901
Sim 13 CpK - Est.Láser TDRA6000
Sim 14 CpK - Leica Est.Total TCA2003






























Media-Nominal vs. diferentes equipos de Medida
Sim 11 Media-Nominal : LT Faro ION
Sim12 Media-Nominal : LT Leica AT901
Sim12 Media-Nominal : Est.Láser TDRA6000
Sim 14 Media-Nominal : Leica Est.Total TCA2003
Sim15 Media-Nominal : Nikon Indoor GPS
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Ilustración 16 - Incertidumbre vs diferentes equipos de medida 
 
 Primeramente, se puede contrastar que los resultados obtenidos en la gráfica de Media-
Nominal y en la de Incertidumbre, son equiparables a los vistos en la gráfica CpK, ya que en aquellos 
casos en que la diferencia entre media y nominal, y la incertidumbre, presenta un valor bajo, el valor de 
CpK es muy alto, y viceversa. Por tanto, un valor alto de CpK > 1.337 sería un valor bueno, y cuanto más 
alto mejor, y un valor inferior, sería malo, e incluso valores negativos implica una media e incertidumbre 
pésimas. Esto siempre teniendo en cuenta que este “proceso” (establecido arbitrariamente para 
obtener unas gráficas únicas), este valor de CpK, se ha calculado sobre la base de unos límites de 
proceso superior e inferior de ±0,1mm. 
 Se puede ver que los dos primeros equipos de medición, tanto el Láser Tracker Faro ION, como 
el Láser Tracker Leica AT901, dan unos valores de CpK en muchos casos por encima de 1.00, lo cual es un 
valor bueno de proceso, incluso por encima de 1.33. Tanto el equipo Nikon Indoor GPS como la Estación 
Láser TDRA6000 de Leica se quedan lejos de los anteriores, ya sólo para algunos valores , como a5 y α5, 
llegan a superar sólo 0.2, lo cual son valores bajos de CpK, situación que por otra parte viene dada por la 
incertidumbre que ya viene dada por sus características. En cuanto a la Estación Total TCA2003 de Leica, 
da valores que, si bien para aplicaciones de Obras Públicas, en los que las distancias a cubrir son del 
entorno a 1000-2000m, en esta aplicación se queda muy lejos de los otros equipos, e incluso en la 
simulación ha dado algunos errores, ya que en el cálculo del círculo (por el método de Gauss-Newton) 
llegaba a dar error, al obtener matrices singulares que no permitían realizar el cálculo correcto del 
círculo correspondiente al conjunto de puntos dados, debido a la elevada incertidumbre del equipo. 
 
  
                                                           
7
 Valor dado para un proceso estable y capaz, según fabricantes de automóviles, p.ej., General Motors, Ford (15). 





















Incertidumbre vs. diferentes equipos de Medida
Sim11 Incertidumbre :  LT Faro ION
Sim12 Incertidumbre : : LT Leica AT901
Sim13 Incertidumbre  : Est.Láser TDRA6000
Sim14 Incertidumbre : Leica Est.Total TCA2003
Sim15 Incertidumbre : Nikon Indoor GPS
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6.2 Análisis de la influencia de la variación del ángulo cubierto en la 
incertidumbre 
 
Tomando un equipo de medición, que será el Láser Tracker, se elige la articulación 4, y se lanzan 
simulaciones, tomándose los siguientes ángulos: 15°, 40°, 90° y 180°. 
 
Ilustración 17 - CpK vs ángulo cubierto por el reflector 
 
 Como se puede ver en la gráfica, al haber variado el ángulo que recorre el reflector en la 
articulación, es en esta articulación, y en la anterior y en la siguiente, en las que se ven los efectos de 
esta variación. Los parámetros d4, d5, θ3, θ5, a3, a4, α3, α4, y en menor medida θ4, consiguen unos 
valores de CpK mayores cuanto mayor es el ángulo recorrido por el reflector, lo cual es lógico, ya que 
cuanto mayor sea el ángulo que recorre el reflector mejor será el calculo que realizará el método, y 













Sim21 CpK - Artic.4 - Ángulo 15º
Sim22 CpK - Artic.4 - Ángulo 40º
Sim23 CpK - Artic.4 - Ángulo 90º
Sim24 CpK - Artic.4 - Ángulo 180º
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6.3 Análisis de la influencia de la variación de la posición del reflector en la 
incertidumbre 
 
Con el mismo equipo de medición tomado anteriormente, se modifica la posición del reflector 
(variable Preflector), en una articulación (nº 3), fijando 3 valores, y comprobando su influencia en la 
incertidumbre obtenida. Se fijan los valores (0,50,0), (0,70,20) y (20,100,50), en coordenadas (X,Y,Z). 
 
Ilustración 18 - CpK vs variación posición del reflector 
 En la gráfica comparativa del CpK se observa que la posición del reflector tiene poca influencia 
en los datos finales obtenidos en la simulación y cálculo por el método del Circle-Point, y que 
únicamente los parámetros θ4, α2 y β2 se ven ligeramente afectados, obteniéndose eso sí mejores 
valores para posiciones del reflector más alejadas. Sin embargo, esta variación es en una medida muy 
baja: por ejemplo, para θ4, supone pasar, en la simulación 31, de valores de límites superior/inferior de 
±10μm, a valores  de ±7μm, en la simulación 32, y ±5μm, en la simulación 33. En la siguiente tabla se 
puede ver la leve variación que afectan a estos parámetros. 











Sim31 CpK - Artic.3 - Preflector (0,50,0)
Sim32 CpK - Artic.3 - Preflector (0,70,20)
Sim33 CpK - Artic.3 - Preflector (20,100,50)
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6.4 Análisis de la influencia de la variación del número de puntos 
considerado que se miden para cada articulación 
 
Para el mismo caso considerado anteriormente, se varía el número de puntos considerados (10, 
40, 100). 
 
Ilustración 19 - CpK vs Variación del número de puntos considerado 
 
 En el gráfico se puede ver que cuanto mayor es el número de puntos que se considera para 
realizar la toma de datos para la posterior definición del círculo, mayor es la precisión obtenida, y por 
















Sim 41 CpK - NºPuntos=10
Sim 42 CpK - NºPuntos = 40
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6.5 Análisis de la influencia de la variación de la matriz de transformación 
del SR del robot al equipo de medición 
 
Para el mismo caso de equipo de medición, se cambia la matriz de cambio del robot al Láser 
Tracker, considerando 3 valores diferentes (ver los desplazamientos tomados y las matrices calculadas 
en el apartado 15.2 Cálculo de las diferentes matrices de transformación para la simulación, página 82). 
 
Ilustración 20 - CpK vs Variación de la matriz de transformación (posición del equipo de medición) 
 En la gráfica se puede observar que, en lo que supone la modificación de la matriz de cambio de 
base del sistema de referencia del robot al sistema de referencia del equipo de medición, no hay 











Sim 51 CpK - SRLT original
Sim 52 CpK - X +400mm
Sim 53 CpK - Z +200mm; X + 2500mm
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6.6 Análisis de la influencia de la variación del número de iteraciones 
ejecutado en los cálculos 
 
Se consideran dos equipos, un PC i7 64 bits, y un ordenador portátil con CPU Intel Core 2 T5600. 
 
Ilustración 21 - CpK vs Número iteraciones en PC Intel Core i7  64 bit 
 
Ilustración 22 - CpK vs Número iteraciones en PC Intel Core 2 T5600 












CpK obtenido - vs. Nº iteraciones en PC Intel Core i7
Sim 61 CpK - 100 iteraciones
Sim 62 CpK - 1.000 iteraciones
Sim 63 CpK - 10.000 iteraciones
Sim 64 CpK - 100.000 iteraciones











CpK obtenido vs. Nº iteraciones en PC Laptop Intel Core 2 T5600
Sim 71 CpK - 100 iteraciones
Sim 72 CpK - 1.000 iteraciones
Sim 73 CpK - 10.000 iteraciones
Sim 74 CpK - 100.000 iteraciones
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Ilustración 23 - Media-nominal vs. número de iteraciones en PC i7 
 
 
Ilustración 24 - Media-Nominal vs Número iteraciones en PC Intel Core 2 T5600 
 Como se puede ver en las gráficas, las diferencias entre 104 y 105 iteraciones son pequeñas, y 

























Media-Nominal obtenida vs. Nº iteraciones en PC Intel Core i7
Sim 61 Media-Nominal : 100 iteraciones
Sim 62 Media-Nominal : 1.000 iteraciones
Sim 63 Media-Nominal : 10.000 iteraciones
Sim 64 Media-Nominal : 100.000 iteraciones
















Media-Nominal obtenida vs. Nº iteraciones en PC Laptop Intel Core 2 T5600
Sim 71 Media-Nominal : 100 iteraciones
Sim 72 Media-Nominal : 1.000 iteraciones
Sim 73 Media-Nominal : 10.000 iteraciones
Sim 74 Media-Nominal : 100.000 iteraciones
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6.7 Tiempos de ejecución 
 
 Para el cálculo del proyecto se han empleado varios ordenadores, cuyas características 
principales se pueden ver en la siguiente tabla. Se incluyen los tiempos de ejecución que se han 
obtenido de la simulación por Montecarlo, para cada ordenador, en función del nº de iteraciones. 
 No se han realizado ya simulaciones de 1.000.000 iteraciones, ya que el tiempo empleado sería 
excesivo (superior a 36 horas). 
Tabla 7 - Comparativa tiempos de ejecución 
Iteraciones Ordenador 1 
CPU: Intel Core i7  (64bits) 
Velocidad: 2.80 GHz 
S.O.: Windows 7 Professional 
Memoria RAM: 4 Gb 
Ordenador 2 
CPU: Intel Core 2 T5600 (32 bits) 
Velocidad: 1.83 GHz 
S.O.: WinXP Home Edition v2002 SP3 
Memoria RAM: 2 Gb 
100            18,2” 13,38” 
1.000    2’   57” 2’ 30” 
10.000    30’  40” 24’ 46,2” 
100.000 4h  42’ 13,7” 4h 8’ 37” 
500.000 18h  8’ 52,0” ---8 
 
  
                                                           
8
 En la simulación con 500.000 iteraciones ha aparecido el error “Out of memory”, no pudiéndose computar.  
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7 Próximos pasos 
 
Como próximos pasos y trabajo futuro a realizar, a partir de la situación actual del proyecto, se 
tendrían los siguientes: 
• Optimización de la rutina de cálculo del círculo para evitar errores por matriz singular, con 
errores muy elevados (p.ej., en la simulación nº 14). 
• Programar módulos independientes de modelos de incertidumbre, de cada equipo de 
medición, en función de su estructura cinemática y principio de medida. Por ejemplo, dicho 
módulo daría la posibilidad de definir el ruido de entrada (ver el parámetro Ruidomed de la 
función Genera_Puntos_Circle_Point), para equipos de medida como un Láser Tracker, en 2 
partes: 
 Una como un ruido en la dirección del láser, debido al interferómetro, 
 Y otra como un ruido, según el ángulo, debido al error de los encoder del Láser Tracker. 
• Realización de simulaciones incluyendo el estudio de los errores de excentricidad, en el 
simulador, para contrastar el resultado obtenido por el método de Circle-Point. 
• Realización de simulaciones en sistemas de Cálculo Paralelo (de mayor velocidad de cálculo que 
un ordenador personal), que permitirían realizar iteraciones del orden de 106, para comparar 
resultados obtenidos en él con los obtenidos en el presente trabajo. 
• Validación experimental, es decir, comprobación del método con datos reales, ensayando el 
método con un robot y Láser Tracker. La medición física debería incluir la verificación en 
sentido de ida y vuelta, en cada articulación. En este sentido también se debería de verificar 
que los parámetros obtenidos en la práctica están dentro de los obtenidos teóricamente. 
• Validación experimental, como se ha comentado anteriormente, pero con un robot distinto, 
confirmando la característica modular de las funciones desarrolladas. 
• Comparación con otros métodos de identificación basados en optimizaciones tradicionales no 
lineales (16). 
Además de los estudios citados anteriormente, que podrían considerarse como una primera fase, 
se podría pasar a una segunda fase de trabajos y estudios, en la que se abordarían estudios y análisis de 
mayor complejidad y laboriosidad: 
 Análisis de la influencia de la incertidumbre del conjunto de parámetros obtenidos sobre el 
error final de posicionamiento del brazo del robot, para n iteraciones. De esta forma se podría 
comprobar la influencia de la incertidumbre del método en los posibles errores finales de 
posicionamiento de la herramienta en la articulación final (tool frame). Será importante, en este 
análisis, definir de forma precisa el volumen a considerar para esta comprobación, dado que la 
naturaleza no lineal del modelo cinemático hace que la influencia del valor de los parámetros 
del modelo sobre el error final dependa de la posición del robot. 
 Modelar las variaciones de los parámetros con la temperatura, sobre todo en parámetros de 
distancia, para ver la influencia de éste. Debido a la dificultad que este modelado encierra, y a la 
gran cantidad de variables que se deberían tener en cuenta, este modelado se realiza 
empíricamente habitualmente. 
 Identificación del mejor conjunto de parámetros que identifican de forma óptima al robot: Para 
realizar esta identificación, se debería hacer un análisis del error de posicionamiento del brazo 
robot, en su posición de la herramienta en la articulación final, en diferentes posiciones y 
diferentes puntos en el volumen del robot. Para cada posición se tendría un distribución normal 
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de posicionamiento, en función de los parámetros del modelo dados, y entonces habría un 
conjunto de parámetros de permitiría obtener error cero. Con un análisis ulterior se podrían 




El presente proyecto se ha basado en el método de Circle-Point, como herramienta para 
conseguir definir los parámetros del modelo cinemático del robot, a partir de una serie de puntos 
obtenidos, bien sea mediante medición en el robot, bien sea a través de la simulación. El punto clave de 
esta técnica es que es capaz de establecer las dimensiones físicas específicas, sin necesidad de un 
modelo previo, es decir, permite medir físicamente la articulación. Por otra parte, esta técnica no es 
capaz dar por sí sola los parámetros de la base del robot, en su articulación 1, y requiere de otros 
métodos para conseguirlo. Esto es lo que, en efecto, se ha hecho en el proyecto, por lo que hay que 
resaltar que es importante empezar con la captura de varios puntos para poder obtener, por mínimos 
cuadrados, la matriz de transformación del robot al equipo de medición. Esto supone una mejora a 
destacar.  
Como base de esta técnica se ha tenido el modelo cinemático de Denavit-Hartenberg, que 
define un conjunto de 4 parámetros (dj, θj, ajk, αjk) para cada articulación, modificado según Hayati-
Mirmirani, que añade un quinto parámetro β2, en casos como el que se da en este trabajo, en el que dos 
articulaciones consecutivas tienen ejes paralelos o casi paralelos, como son las articulaciones 2 y 3. 
En el inicio del proyecto se ha tenido que considerar la técnica experimental para la toma de 
puntos que define el método Circle-Point, ya que es en base a ésta técnica como se ha definido la 
función simulador (Genera_Puntos_Circle_Point). A partir de este conjunto de puntos la siguiente 
función (Coordenadas_Plucker_Ejes) calcula las coordenadas Plucker de cada articulación, y la siguiente 
(Calcula_Parametros_KM) es la que permite obtener los parámetros del modelo, a partir de estas 
coordenadas. 
En todas estas funciones se han incluido representaciones gráficas de los resultados que 
permiten una mejor comprensión en el espacio de los valores de los vectores obtenidos en cada una, lo 
cual supone una mejora sustancial, al dotar a la función de una forma clara de validación gráfica. 
Además, se ha realizado la validación del conjunto de funciones, tanto sin error como con error, lo cual 
permite confirmar la bondad del funcionamiento del conjunto de funciones. 
Aunque la técnica de Circle-Point establece las dimensiones físicas del modelo, y no es necesario 
tener los parámetros teóricos del mismo previamente, este dato se ha incluido, ya que en las 
simulaciones lanzadas con la función iterativa (Montecarlo_Circle_Point), en parámetros de valor teórico 
0, pequeñas variaciones introducidas por Montecarlo suponen que el valor puede pasar a valores 
negativos, lo cual puede llegar a generar vectores directores de la articulación cuya dirección es la 
opuesta a la dirección real de la articulación. Por tanto, en las funciones antes vistas esta situación se 
controla y se asegura que la dirección del vector calculado (tanto Sj como aj) coincide con el vector del 
eje del modelo nominal. Esto supone una mejora sustancial de la técnica, al evitar estos errores durante 
las sucesivas iteraciones. 
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Por otro lado, la realización de la batería de simulaciones ha permitido obtener unos resultados 
comparativos y una verificación de la simulación en función de variaciones de diversos parámetros 
(modificando ángulo descrito, número de puntos, número de iteraciones, posición del reflector, posición 
del equipo de medida, etc.), obteniéndose unos datos interesantes, tanto por esperados en algunos 
casos, como por distintos a las expectativas, en otros. 
El desarrollo de los procedimientos en MatLab ha implicado un considerable esfuerzo de 
síntesis, organización, metodología y orden en la elaboración de estas funciones, que se puede ver 
recompensado al final en dos áreas del proyecto: 
 en la generación de un pseudo-código explicativo que, si bien no es un código nemotécnico al 
uso, sí que permite una comprensión clara de la función, de una forma conjunta, 
 y en la correlación de este pseudo-código con el código MatLab existente, que sigue la misma 
ordenación, lo que permite un seguimiento y comprensión clara de la función, y de su 
desarrollo matemático. 
 
 La realización del proyecto en conjunto ha supuesto un reto importante, ya que: 
 por un lado, implica la aplicación de principios de geometría y álgebra (cálculos de 
perpendicularidad de líneas, planos que cruzan a líneas, etc.), definiciones y relaciones con las 
cuales no se estaba en absoluto familiarizado, 
 y por otro, el desarrollo de funciones complejas en MatLab, entorno de trabajo y programación 
que supone ya de por sí un reto, lo es aún más por la complejidad y elaboración de las 
funciones aquí desarrolladas. 
Estas dificultades han supuesto una mayor inversión de tiempo en el desarrollo y aseguramiento 
de los pasos, funciones y simulaciones comentados hasta este punto, por lo que se ha llegado hasta aquí 
sin poder llegar a concluir la fase de validación experimental, si bien parte de la misma ya se había 
llevado a cabo. Asimismo, esta validación experimental supone un desarrollo específico de funciones de 
MatLab, para poder integrar la simulación teórica en una simulación real en el robot, con lo que también 
implica un desarrollo de software en el lenguaje del robot Kuka. Este apartado queda por tanto como 
trabajo a desarrollar en el futuro. 
 Por último, como elementos a destacar del método Circle-Point, y de este desarrollo serían que: 
 Se ha desarrollado una herramienta que permite offline obtener las incertidumbres asociadas a 
cada parámetro del modelo, según se ha visto en las simulaciones ejecutadas, permitiendo de 
este modo obtener el rango de posibles valores que se obtendrán en una medición real en las 
condiciones de medida consideradas. Esta circunstancia permite valorar las condiciones de 
medida ideales para obtener la máxima precisión posible en la identificación de parámetros. 
 Es una herramienta completa de simulación, que establece una sistemática de trabajo que 
supone una nueva aproximación al problema de identificación por obtener la incertidumbre 
asociada a cada parámetro en función de las condiciones de medida no recogida hasta la fecha 
en la bibliografía. Supone, por tanto, una innovación en el campo de los procedimientos de 
identificación de parámetros cinemáticos. 
 Mantiene en mejor medida el enlace físico-matemático entre los resultados del procedimiento 
de identificación y los valores reales del robot, ya que mide físicamente la articulación. 
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